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Доклад посвящен методическим аспектам интерпретации графиков девиации Аллана и идентификации струк-

туры шумов гироскопов. Цели работы: 1) методические замечания по поводу распространенных заблуждений и 
грубых ошибок в интерпретации графиков Аллана на примере опубликованных докладов предыдущих лет на Санкт-
Петербургской международной конференции по интегрированным навигационным системам в части идентифика-
ции структуры шумов и оценок параметров шумов гироскопов различных типов; 2) постановка задачи расширения 
базиса шумовых процессов и учета неучтенных в существующих стандартах на гироскопы новых шумов различных 
типов для корректной идентификации структуры реальных шумов гироскопов; 3) демонстрация ранее не учиты-
вавшихся типов шумов и парциальных вкладов этих новых шумов в графики девиации Аллана. В этом состоял смысл 
краткого сообщения, предложенного автором a priori в качестве стендового доклада. 

Но поскольку международный программный комитет конференции принял решение вынести этот доклад на 
“круглый стол”, увеличив время доклада в 5 раз, автор дополнил доклад еще одной частью в составе трех  разделов 
(с пропорциональным расширением текста доклада для изложения нюансов обсуждаемого вопроса. А зачем иначе 
нужен “круглый стол”?): “О различии точности определения ориентации посредством БИНС и платформенных 
ИНС на одних и тех же гироскопах”, “Новый некоммутативный кинематический эффект” и “Что такое “хоро-
шо” и что такое “плохо” в части шумов гироскопов, предназначенных для применения в платформенных ИНС и в 
БИНС”, в которых объясняется: в чем различие строгих кинематических уравнений ошибок платформенных ИНС и 
БИНС; зачем нужна идентификация структуры шумов гироскопов; в какой форме представления нужна информа-
ция о шумах гироскопов; в чем состоит различие в необходимой детализации структуры шумов гироскопов, предна-
значенных для применения в платформенных ИНС и БИНС; в чем различие задач идентификации шумов в радиофи-
зике – в стандартах частоты (“времени”) и в гироскопии.  

Впервые в мире представлен новый некоммутативный кинематический эффект: “Точность определения ори-
ентации посредством платформенной ИНС и БИНС, построенных на одних и тех же гироскопах, различается да-
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же (ключевое слово – “даже”) при тождественно совпадающих погрешностях и шумах гироскопов в составе 
платформенной ИНС и БИНС”. Представлено и одно из наиболее существенных и актуальных проявлений этого 
эффекта: “Шумы гироскопов с равными нулю значениями спектральной плотности мощности шума на нулевой 
частоте не приводят к существенному росту во времени ошибки определения ориентации платформенной ИНС 
(эффект второго порядка “малости”), но приводят к весьма существенному росту во времени ошибки определения 
ориентации посредством БИНС (эффект первого порядка “малости”)”. Различие парциальных вкладов таких шу-
мов в точность платформенных ИНС и БИНС составляет примерно в 10, 100, 1000 и в большее число раз в зависи-
мости от конкретной структуры шумов гироскопов и вида вращения объекта. 

Представлены три бесконечных (счетных) множества новых шумов и соответствующие им вариации Аллана. 
В целях расширения возможностей идентификации структуры шумов гироскопов на основе метода вариации 

Аллана (и его обобщений) предложен дополнительный к вариации Аллана функционал – дисперсия Аллана-Кробки. 
Продемонстрирован действительный уровень белых шумов ВОГ российской разработки (на примере ВОГ  ООО 

НПК “Оптолинк”) – менее 0,000001 град/(ч)1/2 (10-6 град/ч1/2). 
 
Введение 

 
В первой части доклада впервые детально обсуждается различие накопления во времени ошибок оп-

ределения ориентации (углового положения) платформенной инерциальной навигационной системой 
(ИНС) и бесплатформенной ИНС (БИНС), построенных на одних и тех же гироскопах (на любом физи-
ческом принципе) с произвольными погрешностями и шумами. Есть два эффекта, первый из них – обще-
известный, второй – новый и не тривиальный. Первый состоит в том, что точность определения ориента-
ции посредством платформенной ИНС (далее, для краткости, – ИНС) и БИНС, построенных на одних и 
тех же гироскопах, различается. Этот эффект очевиден, т.к. гироскопы на гиростабилизированной плат-
форме (ГСП) ИНС “отслеживают” более узкий диапазон угловых скоростей, чем гироскопы в БИНС. 
Поэтому составляющие ошибок гироскопов, пропорциональные угловой скорости и обусловленные по-
грешностями масштабных коэффициентов (и нелинейные по измеряемой угловой скорости ошибки для 
некоторых типов нелинейности) одного и того же гироскопа в ИНС, меньше чем в БИНС. Второй, более 
“тонкий”, ранее не публиковавшийся эффект, состоит в том, что точность ИНС и БИНС, построенных на 
одних и тех же гироскопах, различается даже (здесь ключевое слово – “даже”) при тождественно совпа-
дающих погрешностях и шумах гироскопов в составе ИНС и БИНС. Например, если ошибки гироскопов 
содержат только аддитивные, не зависящие от измеряемой угловой скорости составляющие (тождест-
венно равные в ИНС и в БИНС), темп накопления ошибки ориентации ИНС и БИНС, т.е. точность, раз-
личается (за исключением нескольких частных случаев). Различие в точности ориентации ИНС и БИНС 
может составлять порядки в 10, 100, 1000 и в большее число раз в зависимости от структуры шумов ги-
роскопов и вида вращения объекта. Причем точнее может быть либо БИНС, либо ИНС. Этот эффект 
объясняет необходимость корректной идентификации структуры шумов гироскопов. Для гироскопов, 
предназначенных для БИНС, точная идентификация структуры шумов более критична, чем для гироско-
пов, предназначенных для платформенных ИНС. 

Во второй части доклада на конкретных примерах из докладов Санкт-Петербургской международной 
конференции по интегрированным навигационным системам предыдущих лет представлены и детально 
прокомментированы типовые заблуждения четырех основных видов в интерпретации структуры шумов 
гироскопов на основе метода вариации Аллана. 

1) Непонимание “азов” метода ( )σ τ -графиков девиации Аллана. Приведен пример ошибочной оцен-
ки уровня белых шумов микромеханических гироскопов (ММГ), некорректно оцениваемых по участку 
графика девиации Аллана с наклоном Δ = – 1/2. Величина ошибки – один-два порядка. 

2) Непонимание эффекта “суммирования” ( )σ τ -графиков девиации Аллана. Типичные примеры – 
определение величины нестабильности нуля, используя касательную с наклоном Δ = 0 в точке минимума 

( )σ τ -графика девиации Аллана. Получаемая таким образом оценка является, как правило, завышенной и 
отличается от действительного значения нестабильности нуля в разы и на порядок.   

3) Непонимание “нюансов” метода вариации Аллана. Приведен пример ошибочной оценки уровня 
белых шумов волоконно-оптических гироскопов (ВОГ) в связи с эффектом “экранирования” марковски-
ми процессами с малым временем корреляции. Величина ошибки – два-три порядка. Показано, что уро-
вень белых шумов ВОГ российской разработки менее 0,000001 град/(час)1/2 (10-6 град/(ч)1/2). 

4) Игнорирование неполноты используемого “базиса” шумов для идентификации структуры шумов 
гироскопов (в строгом соответствии с алгоритмом классического анекдота: “искать потерянную где-то 
вещь нужно под фонарем, потому что под фонарем светлее”) методом вариации Аллана. 

Приведены примеры из практики, иллюстрирующие наличие шумов ВОГ, не учтенных в модели 
ошибок ВОГ, регламентированной стандартами IEEE Std 952-1997 и IEEE Std 952-1997 (R2008).  

Ставится задача расширения “базиса” шумов для корректной идентификации структуры шумов. 
Представлены три бесконечных (счетных) множества новых шумов и соответствующие им вариации Ал-
лана и парциальные вклады этих новых шумов в графики девиации Аллана. В целях расширения воз-
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можностей идентификации структуры шумов на основе метода вариации Аллана (и его обобщений) 
предложен дополнительный к вариации Аллана функционал – дисперсия Аллана-Кробки.  

Продемонстрирован действительный уровень белых шумов ВОГ российской разработки (на примере 
ВОГ разработки ООО НПК “Оптолинк”) – менее 0,000001 град/(ч)1/2 (10-6 град/(ч)1/2). 
 
1. О различии точности определения ориентации посредством БИНС и платформенных ИНС  
на одних и тех же гироскопах  

 
В июне 1960 года на симпозиуме “Frontiers of Science and Engineering Symposium” доктор Чарльз 

Старк Дрейпер  – “отец инерциальной навигации”, он же “отец инерциального наведения”, как его назы-
вают в США [1-3], высказал свой личный прогноз о путях развития ИНС: “Автор считает, что высокока-
чественные инерциальные системы, основанные на креплении чувствительных элементов к объекту, не 
относятся к числу перспективных систем” [4].  

Такое мнение было основано, очевидно, на различии принципов построения ИНС на основе ГСП и 
БИНС. Действительно: в погрешностях и шумах ( )tδω  любых гироскопов содержатся составляющие 
трех разных типов: аддитивные ( )a t  (не зависящие от измеряемой угловой скорости ( )tω ), линейные 

( ) ( )m t tω  и нелинейные ( , ( ))n t tω  по измеряемой угловой скорости  
                                        ( ) ( ( ), ) ( ) ( ) ( ) ( ( ), ).t t t a t m t t n t t≡ = + +δω δω ω ω ω                                                      (1.1) 

В БИНС гироскопы, жестко прикрепленные к борту объекта, “отслеживают” весь диапазон угловых 
скоростей объекта ( ) [ {SINS}, + {SINS}]tω ∈ −Δω Δω  (типичные величины {SINS}Δω : ~ 10 град/с; 100 град/с, 
1000 град/с или более для быстро вращающихся объектов). Ошибка гироскопа имеет вид: 

( ) ( ( ), ) ( ) ( ) ( ) ( ( ), )t t t a t m t t n t t≡ = + +δω δω ω ω ω ;  ( ) [ {SINS}, + {SINS}]tω ∈ −Δω Δω .                       (1.2) 
В платформенной ИНС гироскопы, установленные на ГСП, при тех же угловых скоростях объекта 

( )tω  “отслеживают” только узкий диапазон угловых скоростей ( ) [ {GSP}, + {GSP}]t′ω ∈ −Δω Δω , так как ГСП 
“отрабатывает” вращение объекта (например, с обратным знаком ( )t−ω  в случае стабилизируемой в 
инерциальном пространстве ГСП с точностью до ошибок гироскопов ( )t′δω  и не идеальностей следящих 
систем ГСП ( ){GSP}t′δω ). Типичные величины {GSP}Δω : 0,1; 0,01; 0,001 град/ч или менее в зависимости 
от точности гироскопов и качества реализации следящих систем ГСП.  

Ошибка гироскопа в составе ГСП имеет вид:  
( ) ( ( ), ) ( ) ( ) ( ) ( ( ), )t t t a t m t t n t t′ ′ ′ ′ ′≡ = + +δω δω ω ω ω ;  ( ) [ {GSP}, + {GSP}]t′ω ∈ −Δω Δω .                (1.3) 

Ошибки одного и того же гироскопа, используемого в ИНС (1.3) и в БИНС (1.2) разные в строгом со-
ответствии с (1.1) и с принципами построения ИНС и БИНС. Например, если ГСП стабилизируется в 
инерциальном пространстве (такой вариант традиционно использовался в ракетных применениях, для 
которых Чарльз Старк Дрейпер со своей командой в США и Виктор Иванович Кузнецов со своей коман-
дой в СССР разрабатывали комплексы командных приборов для систем управления), то линейные со-
ставляющие ( ) ( )m t tω  ошибок (обусловленные неточностью определения и шумами масштабного коэф-
фициента) одних и тех же гироскопов в случае их применения в ИНС и в БИНС будут различаться по 
порядку величины в {GSP}Δω / {SINS}Δω  раз. Например, при {SINS}Δω ~10 град/с и {GSP}Δω ~0,0001 
град/ч отношение {GSP}Δω / {SINS}Δω  составляет ~ 3·10-9 – “ни много, ни мало” – восемь порядков! Ана-
логично (но с точностью до конкретного вида нелинейности функции ( ( ), )n t tω ) и для нелинейных со-
ставляющих ошибок (1.1). В предельном идеальном случае в платформенной ИНС 

{GSP} 0 Δω → ⇒ ( ) ( ) 0m t t′ →ω ,                                                             (1.4) 
а реально можно достичь величин линейных составляющих ошибок (1.3) гироскопа на ГСП много мень-
ше, чем размер  аддитивных составляющих ошибок (1.3)  

( ) ( ) ( )m t t a t′ �ω .                                                                        (1.5)   
В том, что ИНС обладают таким преимуществом по сравнению с БИНС, Ч. С. Дрейпер был, естест-

венно, абсолютно прав. Гироскопы, установленные на ГСП, находятся в более “комфортных” условиях 
потому, что не отслеживают весь диапазон угловых скоростей объекта и “автоматически” проявляют 
лучшие точностные характеристики в ИНС, чем в БИНС. Это очевидно. Ч. С. Дрейпер отработал техно-
логию платформенных ИНС до совершенства, – была создана сферическая плавающая платформа AIRS 
(Advanced Inertial Reference Sphere) [5, 6], в которой карданов подвес не использовался как таковой – это 
была уже бескарданная, но еще платформенная ИНС.  

А что было бы в случае гироскопов, у которых во всем диапазоне угловых скоростей объекта выпол-
няются a priori  (“на столе”, а не в составе ГСП) условия  

( ) ( ) ( )m t t a t�ω ;  min max( ) [ , ]tω ∈ ω ω ?                                                     (1.6) 
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В 1960 году таких гироскопов не было. Стоявшие проблемы нужно было решать быстро. Что и было 
сделано. Как? Да как обычно решаются проблемы – “в три хода” [7]. Ход первый: был выбран лучший в 
то время (по критерию минимальности дрейфа – аддитивной составляющей ( )a t ) поплавковый гироскоп. 
Ход второй: устранены присущие карданову подвесу погрешности (диалектично: путем отказа от него: 

( ){GSP} mint′ →δω ). Ход третий: руками мастеров было сделано все возможное для достижения цели 
{GSP} min max ( )a tΔω → ∼ .                                                               (1.7) 

В результате точность ориентации навигационных блоков AIRS составила ~10-5 град/ч [5, 6], т.е. на 
уровне аддитивных дрейфов поплавковых гироскопов, как и должно было быть.  

Ну а прогноз о том, что “высококачественные” БИНС “не относятся к числу перспективных систем” 
не оправдался. Почему? Потому что гироскопы, удовлетворяющие условию (1.6), вскоре были созданы. 
Полгода спустя, в декабре того же 1960 года были созданы неон-гелиевые лазеры [8], а 2 года спустя – 
прототипы лазерных гироскопов (ЛГ) [9], ставших основой для развития  БИНС. После 20 лет отработки 
с начала 1980-х БИНС на ЛГ пришли на смену ИНС. 

Итак. Есть очевидный известный эффект: «Точность определения ориентации (углового положения) 
посредством БИНС и платформенной ИНС, построенных на одних и тех же гироскопах, различается». 

Но что будет в случае гироскопов, у которых во всем диапазоне угловых скоростей выполняются  
a priori условия (1.6)? Предельно упростим задачу. Рассмотрим модельный гироскоп, у которого есть 
только аддитивная составляющая погрешности (1.1): ( ) ( )t a t≡δω . Используем три гироскопа, у которых 
есть только аддитивные составляющие погрешностей: ( ) ( );  1, 2,3i it a t i= =δω . На основе этих гироскопов 
построим “идеальную” ИНС и “идеальную” БИНС, которые идеальны в том смысле, что в этих системах 
нет никаких других источников погрешностей, кроме аддитивных (одних и тех же и в БИНС, и в ИНС) 
погрешностей и шумов гироскопов. И сформулируем вопрос так: “Будут ли точности определения ори-
ентации (углового положения) таких двух систем тождественно равны или будут различаться?” 

Автор не сомневается в ответе (проверено тестированием этим вопросом профессионалов различного 
уровня и знатоков гироскопической и навигационной техники за период 1973-2015 годов): “Поскольку и 
ИНС, и БИНС идеальны в том смысле, что не содержат никаких других источников погрешностей, кроме 
аддитивных погрешностей и шумов гироскопов, которые будут одними и теми же как в платформенной 
ИНС, так и в БИНС, то и точности таких ИНС и БИНС будут тождественно равны. Это очевидно!”    

Ответ неверный! 
 

2. Новый некоммутативный кинематический эффект 
 

Обсуждаемый эффект удобно пояснить следующими кинематическими диаграммами. 
В случае абсолютно идеальной БИНС, в которой, по определению, отсутствуют любые погрешности, 

ее подсистема – бесплатформенная инерциальная система ориентации (БИСО) описывается диаграммой:    
( )EA

I E
ω
→

.                                                                       (2.1) 

Здесь ортонормированный неизменно связанный с бортом объекта базис ( )E E t= , образованный ор-
тами осей чувствительности гироскопов, вращается относительно его начального положения I  (инерци-
ального базиса), матрица направляющих косинусов ( ) ( ( ))EA A t A t= = ω  соответствует текущей во време-
ни взаимной ориентации базисов I  и E , соответствующей вращению объекта с вектором абсолютной 
угловой скорости ( )t=G Gω ω , заданному проекциями ( )E E tω = ω   в связанном базисе E  

   
1 2 3 1 2 30( ) { ( ), ( ), ( )} ;  ( ) { , , } ;tE t e t e t e t E E t i i i I== ≡ = =

G G GG G G

1 T( ) ( ( ) ) ;  ( ) ( ( )) ;  det det 1;m n m nA A t e t i A A B B t i e t A B−= = ⋅ = = = = ⋅ = = +
G GG G

( ) ( )
33 T T

1 2 3 1 2 3
1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ; ( ) ( ) ( ) ( )( ) p p qq Ι E
p q

t i t e t t t t t t t t tt
= =

′ ′ ′ ′= → ≡ ≡∑ ∑=
G GG

ω ω ω ω ω ω ω ω ω ωω . 

Кинематические уравнения (КУ) Эйлера-Пуассона для матриц A  и B  имеют известный вид [10]: 
 

00 0( )   ( )  ( )  ( ) ;   IE E I I t tA A B B A A B B A B= == −Ω ⇔ = Ω ⇔ = − Ω ⇔ = Ω = =� �� �ω ω ω ω ;                    (2.2)   

3 2 3 2 3 2

3 1 3 1 3 1 0

2 1 2 1 2 1

0 0 0 1 0 0
( ) 0 ;  ( ) 0 ;  ( ) 0 ;  I 0 1 0 .

0 0 0 0 0 1
E I

x x
x x x

x x

′⎛ − ⎞ − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟′Ω = − Ω = − Ω = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟′ ′− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

′
′

ω ω
ω ω ω ω

ω ω ω ω

ω ω
ω ω . 

 
Здесь и далее аргумент t  (время) у всех функций времени для краткости записи опущен. 
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В общем случае объект (связанный базис E ) вращается произвольно в инерциальном пространстве. 
В БИСО по измеряемой гироскопами угловой скорости Eω  в результате интегрирования КУ вычис-

ляется ( )EA ω , т. е. определяется ориентация базиса E  относительно инерциального базиса I . 
В реальном случае есть погрешности и шумы гироскопов Eδω . По возмущенной угловой скорости  

E E E∗ω = ω + δω  вычисляется ( )EA∗ ∗ω . Поскольку независимо от наличия или отсутствия погрешностей 
гироскопов, базис E , в котором происходит измерение угловой скорости, остается одним и тем же, фи-
зическая интерпретация погрешности определения ориентации посредством БИНС однозначна – враще-
ние возмущенного базиса I∗  относительно инерциального базиса I .        

Кинематическая диаграмма возмущенного функционирования БИСО принимает вид:  

1 1

( )

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( );

( )   ;           ( ) ( ) ;  ( ) ;

( ) ( ) ;   ( ) ( ) .

( )

E

E E E

E E I I E E
I

E E E I I E E I E E

E E E E

E

I
A

A A A A B A
A Е

A B B

B A B A

A
I

∗

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

− −
∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗

∗

∗ ∗
∗

∗ ∗

ω

ω = ω + δω ⇒
ω = ω Δ Δω ⇒ Δ Δω = ω ω

↓ Δ Δω
ω = ω + ω Δω ⇒ Δω = − ω δω Δω = − ω δω

ω = ω ω = ω

ω

2

/

,         (2.3) 

В случае абсолютно идеальной платформенной ИНС ее подсистема – ГСП описывается диаграммой:    

( )

1.

( ) ( ) ( ) ( );
( )                                 ( ) ;

( ) ( )

E E J

J E E E E J

E E

EA A A A
A B A

I J E B A −

′′ ′′ ′ω ω = ω ω
′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ω ω ω = ω + ω ω
→ ← ′′ ′′ ′′ ′′ω = ω

                            (2.4) 

Здесь дополнительно к (2.1) введен базис J , жестко связанный со стабилизируемой площадкой ГСП, 
на которой устанавливаются гироскопы и акселерометры. Переход I J→  на диаграмме (2.4) описывает 
программное вращение базиса J  относительно базиса I . ГСП может стабилизироваться в инерциальном 
пространстве: ( )J t I≡ ; может вращаться так, чтобы при движении объекта площадка ГСП находилась в 
плоскости местного горизонта; может вращаться с произвольной программной угловой скоростью, в ча-
стности, воспроизводить вращение объекта: ( ) ( )J t E t≡ . Переход J E←  на диаграмме (2.4) описывает 
вращение ГСП относительно корпуса объекта, которое при произвольном вращении объекта ( )EA ω  
обеспечивает требуемое программное вращение ГСП ( )JA′ ω .    

Далее рассматривается часть диаграммы (2.4), представляющая интерес для обсуждаемого эффекта  
( )JA

I J
′ ω
→

.                                                                        (2.5) 

В случае платформенной ИНС из-за погрешностей гироскопов и не идеальности ГСП (погрешностей 
следящих систем ГСП) базис J  физически “уходит” относительно его программного положения. Воз-
мущенный базис обозначим J∗ . Действительная угловая скорость базиса J∗  в проекциях на его оси обо-
значается J∗

ω , а измеряемая гироскопами угловая скорость его вращения с учетом погрешностей гиро-

скопов обозначается J∗ ∗
ω . Погрешности гироскопов имеют вид: J J J∗∗ ∗ ∗

δω = ω − ω . Ориентация базиса 

J∗  относительно базиса I  определяется матрицей ( )JA∗ ∗ ∗
′ ω .  

Кинематическая диаграмма возмущенного функционирования ГСП принимает вид: 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( );

( )

( ) ( ) ; ;         
( ) ( ) ( ) .

(

J
J J J J J J

J J J J

J J J J J J J J J J J

J J J J J J

J
A

A A A A A B

A

I A A

A B B

B

J

∗ ∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗

′ ω
′ ′ ′ ′ ′ ′ω = Δ Δω ω ⇒ Δ Δω = ω ω

′ω = Δω + Δ Δω ω ⇒

′ ′↓ Δ Δω Δω = ω − Δ Δω ω = ω − ω = ω + δω − ω = δω

′ ′ ′ω Δω = Δ Δω Δω = Δ Δω δω

′

/

2 1 1) ( ) ;   ( ) ( ) .J J J JA B A= =− −
∗ ∗

′ ′ ′ω ω Δ Δω Δ Δω

     (2.6) 



 462

В случае БИНС погрешность ориентации описывается любой из двух эквивалентных диаграмм, на 
которых вектор угловой скорости вращения базиса I∗  относительно базиса I  задан компонентами либо 
в базисе I∗ , либо в базисе I  (2.3):  

( ) ( )
                

( ) ( )

I I

I E E I E E

A A
I I I I

B B
∗ ∗

∗ ∗

∗

∗

Δ Δω Δ Δω
→ ⇔ →

Δω = − ω δω Δω = − ω δω
.                                 (2.7) 

В случае ИНС погрешность ориентации описывается любой из двух эквивалентных диаграмм, на ко-
торых вектор угловой скорости вращения базиса J∗  относительно базиса J  задан компонентами либо в 
базисе J∗ , либо в базисе J  (2.6): 

( ) ( )
                

( )

J J

J J J J J

A A
J J J J

B
∗ ∗

∗

∗ ∗ ∗ ∗

′Δ Δω ′Δ Δω
→ ⇔ →

′Δω = δω Δω = Δ Δω δω
.                       (2.8) 

В случае стабилизации ГСП платформенной ИНС в инерциальном пространстве ( J I≡ ): 
( ) ( )

                
( )

J I

J J I J J

A A
I J I J

B
∗ ∗

∗

∗ ∗ ∗ ∗

′Δ Δω ′ ′Δ Δω
→ ⇔ →

′ ′Δω = δω Δω = Δ Δω δω
.                       (2.9). 

При замене J I→  в (2.9) использовано другое обозначение: 
 ( ) ( )I J J I J JB B

∗ ∗ ∗ ∗
′ ′ ′Δω = Δ Δω δω → Δω = Δ Δω δω . 

 
Ограничимся комментарием диаграмм (2.7) и (2.9), т.е. БИНС и ИНС, у которой ГСП стабилизируется 

в инерциальном пространстве. В случае ИНС “физический” базис J∗ , связанный с ГСП, вращается 
(“уходит”) относительно инерциального базиса I  с вектором абсолютной угловой скорости ( ){GSP}t′ΔωG . 
В случае БИНС “математический” базис I∗  (аналог “физического” базиса ГСП) вращается (“уходит”) 
относительно инерциального базиса I  с вектором абсолютной угловой скорости ( ){SINS}tΔωG  

 

                ( )
( ){SINS} ( ) ;         ( ){GSP} ( )

( )( )     

J JI E E

I J JI E E

B
t t t t

BB
∗ ∗ ∗ ∗∗

∗ ∗

Δω = δω⎧Δω = − ω δω⎧⎪ ⎪′Δω ≡ Δω ⇔ Δω ≡ Δω ⇔⎨ ⎨ ′ ′Δω = Δ Δω δωΔω = − ω δω⎪ ⎪⎩ ⎩

G G G G .        (2.10) 

 

Пусть погрешности гироскопов в случаях БИНС и ИНС (в базисах, в которых измеряется абсолютная 
угловая скорость, т.е. в базисе E  в случае БИНС и в базисе J∗  в случае ИНС) тождественно равны: 

T
1 2 3( ) ( ) ( );    ( ) ( ( ),  ( ),  ( ))J Et t t t t t t

∗
δω ≡ δω ≡ δω δω = δω δω δω .                                   (2.11) 

 Вращение базиса I∗  (БИНС) и вращение базиса J∗  (ИНС) происходит с разной угловой скоростью 
( ){SINS} ( ){GSP}t t′Δω ≠ ΔωG G ,                                                              (2.12) 

что очевидно из (2.10), сравнивая ( ){SINS}tΔωG  и ( ){GSP}t′ΔωG  с учетом (2.11) в одном и том же базисе I :  
( ) ;I EBΔω = − ω δω ( )I JB

∗
′ ′Δω = Δ Δω δω .                                                   (2.13) 

Вектор погрешностей и шумов гироскопов δω  (математический вектор – матрица-столбец) в случае 
БИНС модулируется вращением объекта: ( )I EBΔω = − ω δω , а в случае ИНС – вращением (“уходом”) 
ГСП: ( )I JB

∗
′ ′Δω = Δ Δω δω  (2.13). Поэтому, вращаясь с разными векторами угловой скорости, несмотря на 

то, что модули этих векторов тождественно равны 
T 1/2( ){SINS} ( ){GSP} ( ( ) ( ))t t t t′Δω ≡ Δω = δω δωG G ,                                          (2.14) 

базис ( )J t∗  относительно базиса I  (ИНС) и базис ( )I t∗  относительно базиса I  (БИНС) за одно и то же 
время поворачиваются на разные по величине углы результирующего эйлерова поворота – на угол ( )s tΔ  
(в случае БИНС) и на угол ( )s t′Δ  (в случае ИНС), т.е. точности БИНС и ИНС разные в общем случае (за 
редкими исключениями) произвольного вращения объекта и произвольных ошибок гироскопов δω : 

 ( ){SINS} ( ) ( ) ( ){GSP}s t s t s t s t′ ′Δ ≡ Δ ≠ Δ ≡ Δ .                                               (2.15) 
Угол эйлерова поворота ( )s tΔ  и угол эйлерова поворота ( )s t′Δ  - естественные критерии точности ори-

ентации посредством  БИНС и ИНС. Прокомментируем эффект (2.15) и некоторые его проявления.  
Матрицы AΔ  и 1 TB A A−Δ = Δ = Δ  погрешности ориентации БИНС и матрицы погрешности ориентации 

ИНС A′Δ  и 1 TB A A−′ ′ ′Δ = Δ = Δ параметризируем векторами эйлерова поворота SΔ  и S′Δ   
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1 1 2 2 T 1/2
0

1 1 2 2 T 1/2
0

      I (sin / ) ( ) [(1 cos ) / )] ( );    ( ) ;    ( );

I (sin / ) ( ) [(1 cos ) / )] ( );    ( ) ;    ( ).
A B s s S s s S s S S S S t

A B s s S s s S s S S S S t

±

±

Δ = Δ = Δ Δ Ω Δ + − Δ Δ Ω Δ Δ = + Δ Δ Δ ≡ Δ

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′Δ = Δ = Δ Δ Ω Δ + − Δ Δ Ω Δ Δ = + Δ Δ Δ ≡ Δ

∓

∓

∓

∓
     (2.16) 

Векторы SΔ  и S′Δ   и углы sΔ  и ( )s t′Δ выражаются через матрицы AΔ  и A′Δ :  
T T

T T

  (sin / ) ( ) ( ) / 2;  cos (Sp 1) / 2 (Sp 1) / 2;

(sin / ) ( ) ( ) / 2;  cos (Sp 1) / 2 (Sp 1) / 2.

s s S A A s A A

s s S A A s A A

− Δ Δ Ω Δ = Δ − Δ Δ = Δ − = Δ −

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′− Δ Δ Ω Δ = Δ − Δ Δ = Δ − = Δ −
                          (2.17) 

Для четырех матриц (2.16) можно получить по две формы КУ на основании общего вида КУ (2.2), со-
ответствующих вращению некоторого базиса относительно неподвижного базиса, с учетом двух форм 
представления угловой скорости (2.10) для этих вращений. Из восьми КУ более удобны следующие па-
ры: 

00 0( )   ( );  It tA A B B A B= =
′ ′ ′ ′ ′ ′Δ = −Ω Δ ⇔ Δ = Δ Ω Δ = Δ =� �δω δω ;                               (2.18) 

00 0( )  ( ) ;   It tA A B B B B A B= =Δ = Δ Ω ⇔ Δ = −Ω Δ Δ = Δ =� �δω δω .                               (2.19) 
Уравнения (2.18) и (2.19) – это строгие КУ ошибок (без каких-либо предположений малости возму-

щений) соответственно платформенных ИНС и БИНС в общем случае произвольных погрешностей и 
шумов гироскопов ( ) ( ( ), )Et t t= =δω δω δω ω  и произвольного вращения объекта ( ) ( ( ))EB B t B t= = ω .  

КУ ошибок ИНС (2.18) и БИНС (2.19) отличаются. Решения КУ (2.18) зависят только от ошибок ги-
роскопов, а решения КУ (2.19) зависят и от ошибок гироскопов, и от вида вращения объекта. Точность 
ИНС на ГСП – это функционал одного параметра, а точность БИНС – функционал двух параметров:     

( ) ( ( ))s t s t′ ′Δ = Δ δω ; ( ) ( ( ), ( ))s t s t B tΔ = Δ δω .                                                 (2.20) 
Для сравнения решений КУ (2.18) и (2.19) удобно рассматривать пары КУ, для которых КУ либо 

“правые”, либо “левые” (т.е. в уравнениях матрица коэффициентов расположена либо справа, либо слева 
от искомой матрицы). Выберем, для определенности, пару “левых” КУ из (2.18) и (2.19):   

00( ) ;  ItA AA =
′ ′= −Ω Δ Δ =′Δ � δω ;  00( ) ;  ItB B B B =Δ = −Ω Δ Δ =� δω                          (2.21) 

и представим их решения абсолютно и равномерно сходящимся рядом последовательных приближений: 

0 0 1
0 0

;  I ;  ( ( )) ( )dτ;
t

n n n
n

A A A A A
∞

+
=
∑ ∫′ ′ ′ ′ ′Δ = Δ Δ = = − Ω ΔΔ δω τ τ 0 0 1

0 0
;  I ;  ( ( ) ( )) ( )dτ.

t
n n n

n
B B B B B B

∞
+

=
∑ ∫Δ = Δ Δ = Δ = − Ω Δτ δω τ τ (2.22) 

Аналогично для векторов и углов эйлерова поворота с учетом (2.22) и (2.17) 

T T

0 2 2

T T

0 2 2

sin 1 1 1( ) ( );      cos 1 Sp 1 Sp ;
2 2 2

sin 1 1 1( ) ( );   cos 1 Sp 1 Sp .
2 2 2

n n n n
n n n

n n n n
n n n

s S A A s A A
s

s S A A s A A
s

∞ ∞ ∞

= = =
∞ ∞ ∞

= = =

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

Δ− Ω Δ = Δ − Δ Δ = + Δ = + Δ
Δ

′Δ ′ ′ ′ ′ ′ ′− Ω Δ = Δ − Δ Δ = + Δ = + Δ
′Δ

                          (2.23) 

С учетом (2.21)-(2.23) результат (2.15) несложно и понять, и доказать. Действительно, несмотря на 
тождественное равенство модулей угловых скоростей (2.14) или в равносильной форме 

T 1/2 T 1/2{[ ( )] [ ( )]} {[ ( ) ( )] [ ( ) ( )]}t t B t t B t t≡+ δω δω + δω δω ,                                       (2.24) 

модули интегралов векторов ( )δω τ  и ( ) ( )B τ δω τ  в общем случае (если 0( ) IB ≠τ ) не совпадают  

0 0 0 0

T 1/2 T 1/2{[ ( ) ] [ ( ) ]} {[ ( ) ( ) ] [ ( ) ( ) ]}
t t t t

B Bd d d d+ δω τ δω τ ≠ + τ δω τ τ δω ττ τ τ τ∫ ∫ ∫ ∫ .                           (2.25) 

Эффект (2.15) проявляется в любом N -м ( 1N ≥ ) порядке метода последовательных приближений:  
{ } { }

0 0
{ }

{ } T { } T
{ } 0 2 2

{ }
{ }

{ }

                                 ;     

sin 1 1 1( ) ( );      cos 1 Sp 1 Sp ;
2 2 2

sin 1( ) (
2

N NN N
n n

n n
N N N NN N

n n n nN n n n
N

N
n nN

A A A B B B

s S A A s A A
s

s S A A
s

= =

= = =

∑ ∑

∑ ∑ ∑

′ ′ ′Δ Δ ≡ Δ Δ Δ = Δ ⇒

Δ− Ω Δ = Δ − Δ Δ = + Δ = + Δ
Δ

′Δ ′ ′ ′− Ω Δ = Δ − Δ
′Δ

� �

T { } T

0 2 2

1 1);   cos 1 Sp 1 Sp   
2 2

N N NN
n n

n n n
s A A

= = =
∑ ∑ ∑′ ′ ′Δ = + Δ = + Δ ⇒

         (2.26) 

{ } { } { } { }T { } 1/2 { } { }T { } 1/2

1 1
;   ;   ( ) ;   ( )

N NN n N n N N N N N N
n n

n n
S S S S s S S s S Sε ε

= =
∑ ∑′ ′ ′ ′ ′Δ = Δ Δ = Δ Δ = Δ Δ Δ = Δ Δ .        (2.27)  

 
и может быть подтвержден этим методом с любой точностью. Параметр 1≡ε  введен в (2.27) для удобст-
ва построения рядов (2.27) методом последовательных приближеий на основе (2.26). 
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Автору известны только три исключения из общего правила (2.15): 1) В редком (но возможном) для 
применений гироскопов случае полного вращения объекта для произвольных погрешностей и шумов 
гироскопов. Это очевидно, поскольку при отсутствии вращения объекта КУ ошибок БИНС и ИНС (2.21) 
тождественно совпадают. 2) В редком (но возможном) случае, когда вектор ошибок гироскопов является 
собственным вектором, соответствующим собственному числу +1 матрицы вращения объекта: 

( ) ( ) ( )t B t t=δω δω . 3) В недостигнутом к настоящему времени случае наличия в ошибках гироскопов δω  
только белых гауссовых шумов при произвольном вращении объекта. 

Для оценок величины эффекта (2.15) при выполняемых на практике условиях “малости” ошибок ги-
роскопов и ошибок ориентации (это независимые условия) ИНС и БИНС 

0 0 0 0

T 1/2 T 1/2  {[ ( ) ] [ ( ) ]} 1;  ( ) 1;   {[ ( ) ( ) ] [ ( ) ( ) ]} 1;    ( ) 1 
t t t t

s t B B s td d d d′δω τ δω τ Δ τ δω τ τ δω τ Δτ τ τ τ∫ ∫ ∫ ∫� � � �          (2.28) 

можно, (за исключениями случаев некоммутативных кинематических эффектов (НКЭ) N -го порядка,    
N  > 2 [11-13]), ограничиться вторым порядком метода последовательных приближений (2.29) [14-22] 

21 2

0 0 0
1 1 2 2 1 1

1( ) ( ) [ ( ) ( )] ;   ( ) ( ) ( );
2

tt t
S t dt dt t t dt t B t ttΔ ≅ ε Δω + ε Δω × Δω Δω = − δω∫ ∫ ∫                            (2.29) 

21 2
1 1 2 2 1 1

0 0 0

1( ) ( ) [ ) ( )]
2

(
tt t

S t dt dt t dtt t′Δ ≅ ε δω + ε δω × δω∫ ∫ ∫ .                                       (2.30) 

В первом приближении решения КУ ошибок (это приближение совпадает с точным решением широ-
ко используемых приближенных КУ ошибок “в вариациях”) имеют вид: 

1 1
1 1

0
1( ) ( ) ( ) ( ) ;

t
S t t B t dttΔ ≅ ε δθ ≡ −ε δω∫   1 1

1 1
0

( ) ( ) ( )
t

S t t t dt′ ′Δ ≅ ε δθ ≡ ε δω∫ .                       (2.31) 

Для вычисления дисперсии угла погрешности ориентации БИНС и ИНС с учетом шумов в ( )tδω  
2 22 2 T 1/2 2 2 T 1/2( ) ( ) ( ) ;  ( ) [ ( ) ( )] ;  ( ) ( ) ( ) ;  ( ) ( )]( ) [s st s t s t s t S t S t t s t s t S t S ts t′Δ Δ ′ ′ ′ ′σ = Δ − Δ Δ = + Δ Δ σ = Δ − Δ Δ Δ′Δ = + (2.32) 

при использовании N -х приближений (2.27), в том числе и первого приближения (2.31), необходимы 
функции распределения случайного векторного процесса ( )tδω . Для вычисления средних квадратов уг-
лов (2.31) достаточно только статистических моментов до 2N -го порядка, но для вычисления средних 
углов (с учетом нелинейной операции – извлечения квадратного корня) моментов недостаточно, – нужна 
функция распределения, которую экспериментально определить непросто. В смеси шумов могут быть 
шумы, подчиняющиеся различным статистикам. Например, статистика фотоотсчетов – пуассоновская 
[23] и в ВОГ будет смесь пуассоновских и гауссовых шумов. В ЛГ такой проблемы нет, в силу различия 
принципов съема информации: в ВОГ измеряется фототок, а в ЛГ подсчитывается количество интерфе-
ренционных полос, “пробегающих” две площадки фотоприемника.    

Но эту отмеченную трудность можно обойти – использовать вместо дисперсии другой близкий по 
смыслу функционал [11] (названный коллегами в НИИ прикладной физики в начале 1980-х: “дисперсия 
Кробки”),  традиционно называемый автором “дисперсия ошибки ориентации БИНС” (или ИНС) 

2 T T 2 T T  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ;   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )s st S t S t S t S t t S t S t S t S t′Δ + Δ + ′ ′ ′ ′σ ≡ Δ Δ − Δ Δ σ ≡ Δ Δ − Δ Δ .           (2.33) 

Для вычисления “дисперсий” (2.33) функция распределения шумов ( )tδω , очевидно, не требуется. 
“Дисперсии ошибок” ориентации БИНС или ИНС (2.33) превышают по величине дисперсии углов 

( )s tΔ  или ( )s t′Δ ,  но не превышают величину вторых моментов (а запас по точности никому не мешает) 
2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( );   ( ) ( ) ( )s s s ss t t t s t t t′ ′Δ + Δ Δ + Δ′Δ ≥ σ ≥ σ Δ ≥ σ ≥ σ ,                                 (2.34) 

что очевидно, поскольку из равенства нулю среднего значения вектора ошибки гироскопов не следует 
равенство нулю средних значений векторов эйлеровых поворотов:  

( ) 0tδω = ↔ ( ) 0;  ( ) 0S t S t′Δ ≠ Δ ≠ .                                                 (2.35) 

В случае гауссовой статистики шумов с учетом эффекта “расцепления корреляций” моментов любого 
четного порядка на произведения моментов второго порядка для оценок точности ориентации БИНС и 
ИНС в любом порядке метода последовательных приближений достаточно знать только корреляционную 
матрицу шумов, в общем случае – нестационарных  

1 2
T T

1 2 1 2 1 2( ,  ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ,  ) ;  , 1, 2,3ijK t t t t t t k t t i jδω δω δω δω= − = = .                         (2.36) 

Например, для квантовых шумов гироскопов, моделируемых стационарным гауссовым белым шумом 

( 1 2( )t tδ −  – дельта-функция Дирака, ijδ  – символ Кронекера, [ 1/2
iD ] = град/(ч)1/2): 
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1 2 1 2( ) ( );  ( ) 0;  ( ) ( ) ( );  ,  = 1, 2, 3i j i ijt t t t t D t t i jδω ξ ξ ξ ξ δ δ= = = − ,                  (2.37) 

усредняя и суммируя ряды (2.22), получаем точное среднее значение решения КУ ошибок БИНС (для 
компактности записи результата принято 1 2 3D D D D= = ≡ ) [11, 22] 

0( ) ( ) ( ) ( ) IDtA t B t A t B t e−′ ′Δ = Δ = Δ = Δ = .                              (2.38) 
Дисперсии ошибок ориентации БИНС и ИНС (2.33) для произвольного вращения объекта также не 

зависят от конкретного вида вращения ( )B t  и совпадают по величине, а в случае 1Dt �   имеют вид 
2 2 2( )  ( ) 3 ((3 ) ).s st t Dt O Dt′Δ + Δ +σ = σ = +                                                  (2.39) 

В зависимости от структуры погрешностей и шумов гироскопов (ограничимся здесь аддитивными со-
ставляющими (1.1): “медленно” изменяющимися во времени дрейфами нулей гироскопов ( )m tδω  и “бы-
стро” изменяющимися во времени шумами ( )n tζ )   

( ) ( ) ( )m n
m n

t t tδω = δω + ζ∑ ∑                                                                (2.40) 

и от вида вращения объекта ( ( )S S t= - вектор эйлерова поворота объекта в инерциальном пространстве) 
2 2 T 1/ 2

0( ) I (sin / ) ( ) [(1 cos ) / ] ( );  ( ) ;  ( )B S s s S s s S s S S S S t= + Ω + − Ω = + =                        (2.41) 
точнее может быть либо БИНС, либо ИНС. Вклады различных погрешностей и шумов гироскопов (2.41) 
в погрешность ориентации БИНС и ИНС могут различаться не только в разы, но и на порядки. 

П е р в ы й    п р и м е р. Поскольку в случае БИНС ошибки гироскопов модулируются вращением 
объекта, в БИНС “автоматически” реализуется режим “каруселирования”. Рассмотрим простой случай 
постоянных смещений нулей гироскопов и вращения объекта с постоянной угловой скоростью 

0 0( ) ;  0m tδω → δω δω =� ; ( ) ( ) ;  0E It tω = ω = ω ω =� ;  T 1/2 T 1/2
0 0 0) ;  )( (δ δ = δ =ω ω ω ω ω ω .                (2.42) 

В случае ИНС очевидны точные выражения: 0 0( ) ( )S t tt s t′Δ = δ δ′ω ⇒ Δ = ω . В случае БИНС в первом 

приближении: T 2
0( ) [ ( ) / ]S t tΔ = ω ω δω ω  (удержан только накапливающийся вклад). В предположении 

равновероятно направленного вектора угловой скорости отношение ошибки БИНС к ошибке ИНС имеет 
вид: ( ) / ( ) 2 /s t s t′Δ Δ = π . Постоянные смещения нулей и “медленно” изменяющиеся во времени дрейфы 
нулей гироскопов ( )m tδω  (2.40) при наличии вращения объекта ( 0( ) IB t ≠ ) вносят меньший вклад в ошиб-
ку ориентации БИНС ( )s tΔ , чем в ошибку ориентации платформенной ИНС ( )s t′Δ . 

В т о р о й    п р и м е р. Для “быстро” изменяющихся во времени шумов гироскопов ( )n tζ  (2.40) си-
туация противоположная. Существует широкий класс стационарных шумов с равной нулю спектральной 
плотностью мощности шума в угловой скорости ω( )S ν  на нулевой частоте  

0(0) ( 0) ( ) 0S S Sω ω ω νν ν =≡ = ≡ = ,                                                       (2.43) 
которые в первом приближении ( ε∼ ) не приводят к росту во времени погрешности ориентации ИНС. 
Это очевидно, так как дисперсия интеграла от случайного процесса, обладающего спектральной плотно-
стью мощности шума вида (2.43), не возрастает во времени при временах, превышающих время корреля-
ции такого процесса. Однако, такие шумы в том же первом приближении ( ε∼ )  приводят к росту во вре-
мени погрешности ориентации БИНС при произвольном вращении объекта ( 0( ) IB t ≠ ) 

2

0 2

( ) const;
(0) ( 0) ( ) 0    

( )  .     
s

s

t
S S S

t t
ω ω ω ν

σ
ν ν

σ
′Δ +

=
Δ +

⎧ ≤⎪≡ = ≡ = ⇒ ⎨
⎪⎩ ∼

                                               (2.44) 

Удобной моделью для оценок влияния стационарных шумов типа (2.43) на точность ориентации 
платформенных ИНС и БИНС являются производные n-го порядка от белого шума ( )tξ  

2
( ) [ ] ( ) ( ) [ ] 2

ω2
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( 1) ( );   ( )

n n
n n n n n n n

n n
D

d d
t t k t t S const

dt d
⋅δξ ≡ ξ ⇒ τ ≡ ξ ξ + τ = − τ ν = ν

τ
.                    (2.45) 

Автокорреляционные функции [ ] ( )nk τ  и спектральные плотности мощности шума [ ]
ω ( )nS ν  производ-

ных ( ) ( )n tς  n-го порядка (при условии их существовании) от стационарного процесса ( )tς  с автокорреля-
ционной функцией ( ) ( ) ( )k t tτ = ς ς + τ  и спектральной плотностью мощности шума ω ( )S ν  связаны с 

функциями ( )k τ  и ω ( )S ν  соотношениями  [25] 
2

( ) [ ] ( ) ( ) [ ] 2
ω ω2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( 1) ( );   ( ) ( )
n n

n n n n n n n
n n

d d
t t k t t k S S

dt d
ς ≡ ς ⇒ τ ≡ ς ς + τ = − τ ν = ν ν

τ
;                 (2.46) 
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ω ω( ) ( )
1( )   ( )

2
i iS Sk e d k e d

∞ ∞ντ − ντ

−∞ −∞
ν ντ = ν ⇔ = τ τ∫ ∫π

; [ ] [ ] [ ] [ ]
ω ω( ) ( ) ( ) ( )

1
2

n n n ni ik S S ke d e d
∞ ∞ντ − ντ

−∞ −∞
τ ν ν τ= ν ⇔ = τ∫ ∫π

. 

 
Здесь ...  – усреднение по ансамблю, ( )( ) 0 ( ) 0nt tς = ⇒ ς = .  

При отсутствии вращения объекта шумы гироскопов типа (2.45) и (2.46) приводят к росту во времени 
ошибок ориентации и ИНС, и БИНС, которые тождественно равны. В зависимости от крутизны спектров 
(2.45), (2.46) вблизи нулевой частоты 2Nν∼  возрастающие во времени ошибки ориентации учитываются, 
только начиная с (N+1)-го приближения ( 1N +ε∼ ) решений КУ ошибок. Это очевидно, т.к. нестационар-
ный случайный процесс можно получить из продифференцированного n раз случайного стационарного 
случайного процесса, только проинтегрировав его (N+1) раз. С ростом N эффекты N-го порядка умень-
шаются по величине Nμ∼ , где 1μ� . При наличии вращения объекта шумы (2.45), (2.46) приводят к рос-
ту ошибок ориентации БИНС в первом приближении ( ε∼ ) решений КУ ошибок [11, 17]. 

В общем случае произвольных стационарных шумов гироскопов, но в частном случае вращения объ-
екта с постоянной угловой скоростью парциальный вклад таких шумов в погрешность ориентации БИНС 
возрастает во времени диффузионно. При этом коэффициент диффузии зависит от модуля угловой ско-
рости объекта ω  в соответствии с зависимостью спектральной плотности мощности шума от частоты 
(при некоррелированных шумах в трех каналах трехосного гироскопа с равными интенсивностями) [26]: 

2 ( ) ( ) ;s t D tΔ +σ ≅ ω  0( ) [ (0) 2 ( )];   (0) ( ) ( ) ( );   D S S S S S Sν= ν=ωω ω ω ω ω ωω = + ω ≡ ν ω ≡ ν .               (2.47) 

В общем случае произвольного вращения объекта, но в частном случае шумов в виде производной 
первого порядка от белого шума дисперсия погрешности ориентации БИНС зависит только от модуля 
вектора угловой скорости [11, 15] 

T 2
1 2 1

2
22 2

0 2 0 0
1 2 0

( ) ( ) ( )I   ( ) 2 ( ) .E E s

tdt t Q t t t Q d
dt dt Δ−δω δω = τ δ ⇒ σ ≅ τ ω τ τ∫

G                             (2.48) 

Источники шумов типа (2.43) в различных гироскопах разные. В ЛГ – это нескомпенсированные со-
ставляющие “частотных подставок” типа (2.45), (2.46) [11, 27].  

 
 

3. Что такое “хорошо” и что такое “плохо” в части шумов гироскопов,  
 предназначенных для применения в платформенных ИНС и в БИНС 

 
 
Этот раздел написан для молодых разработчиков, которые включились в разработки гироскопов для 

БИНС, не имея опыта создания платформенных ИНС и гироскопов для таких систем. 
Прокомментируем проявление (2.44) НКЭ (2.15), которое оказалось неожиданно актуальным на пере-

ходном этапе – от платформенных ИНС к БИНС. 
Замеченный с первых шагов построения строгой теории БИНС на ЛГ [11] (на этапе вывода строгих 

уравнений ошибок БИНС на рубеже 1979-1980 гг. [28]) НКЭ (2.15) был для автора просто “побочным 
продуктом” и никогда ранее не публиковался “за ненадобностью”. 

С начала 1950-х годов для анализа ошибок ИНС [29], а позже и БИНС всеми и повсеместно (и в 
США, и в СССР) использовались приближенные уравнения ошибок – уравнения в вариациях [30, 31], в 
т.ч. и КУ ошибок [32-34], независимо от используемых формализмов. Эта тенденция продолжается и до 
настоящего времени и в США [35], и в России [36]. Поэтому первоочередная забота автора состояла в 
том, чтобы “навести порядок” в рамках создававшейся теории БИНС, – ЛГ разрабатывались для БИНС. 

Ситуация была парадоксальной: в механической гироскопии давно были известны “неголономные 
ошибки” (теорема А.Ю. Ишлинского “О телесном угле” [37, 38]), а в качестве КУ ошибок в теории инер-
циальной навигации продолжали использовать не точные, а приближенные уравнения в вариациях, кото-
рые принципиально не учитывают эти эффекты (второго порядка 2ε∼ ) [29-31, 39-41]. 

При исследовании особенностей применения ЛГ в БИНС был обнаружен “антипод” неголономных 
ошибок – тождественный в математическом выражении, но противоположный по физическому смыслу 
эффект второго порядка ( 2ε∼ ).   Нескомпенсированные периодические частотные подставки ЛГ   

 
T

1 1 2 2 3 3 1 2( ) ( sin( ) sin( ) sin( )) sin cost t t t c t c tδω = α ν + ϕ α ν + ϕ α ν + ϕ = ν + ν                    (3.1) 
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соответствуют фиктивному не финитному вращению (при неравенстве фаз iϕ ).  Ошибка ориентации 

БИНС (при отсутствии вращения объекта) возрастает со скоростью 2 2( ) / const,s t tΔ ε α ν ⋅�  где 

1 2 3α α α α∼ ∼ ∼ , для равновероятного распределения фаз iϕ  в интервале ( ,π π− + ) 1/2 /const (3 / 2) 8∼ ). Для 
типичных значений параметров α = (2-10) угл. мин., / 2ν π = (100-500) Гц  величина эффекта такова 

2 constα ν ⋅ ∼ (7-700) град/ч. Известно и точное решение КУ в квадратурах для вращения с угловой скоро-
стью (3.1) в частных случаях T T T

1 1 2 2 1 2;  0c c c c c c= =  [11]. Парадоксально, но факт: столь “большой” по ве-

личине эффект (хотя это эффект второго порядка 2ε∼ ) не позволяли (и не позволяют) заметить исполь-
зуемые повсеместно приближенные КУ ошибок в вариациях. 

В процессе исследований влияния различных погрешностей и шумов ЛГ на точность ориентации 
БИНС на основе строгих КУ ошибок, были выяснены общие закономерности накопления различных со-
ставляющих погрешностей и шумов ЛГ в результирующую погрешность ориентации БИНС [11, 14]:  
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В выражениях (3.2), (3.3) и (3.4) удержаны только главные члена ряда (2.27) решений КУ ошибок, т.е. 

остальными членами ряда (2.27) можно пренебречь по малости в сравнении с удержанными. К первому 
типу  относятся многие составляющие погрешностей и шумов гироскопов. Для таких и только для таких 
погрешностей и шумов можно ограничиться решением приближенных КУ ошибок в вариациях. Ко вто-
рому типу  относятся (для произвольного вращения объекта) белые шумы в угловой скорости и нелиней-
ные ошибки ЛГ, обусловленные эффектом “захвата” частот встречных волн ЛГ [27]. К третьему типу 
относятся периодические погрешности (3.1) и шумы типа (2.43), (2.45). Соотношение величин членов 
первого и N-го порядков зависит от вида вращения объекта.  

Все результаты исследования влияния погрешностей и шумов гироскопов на точность ориентации 
БИНС заменой: 0( ) IB t →  превращаются в результаты исследования влияния погрешностей и шумов ги-
роскопов на точность ориентации платформенных ИНС.  

Парадоксально, но факт: только недавно автор заметил, что новое поколение разработчиков БИНС и 
гироскопов для БИНС разных типов, в т.ч. модернизаций гироскопов, разрабатывавшихся в 1950-1980 
годах для применения в платформенных ИНС, эффекта (2.15) не знает и может совершить ошибки в силу 
незнания следующего эффекта – одного из наиболее ярких проявлений НКЭ (2.15) (рис. 3.1).  
 
 
 

“Шумы гироскопов с равными нулю значениями спектральной 
плотности мощности шума на нулевой частоте ω( 0) 0S ν = =  не 
приводят к существенному росту во времени ошибки определе-
ния ориентации платформенной ИНС (эффект второго поряд-
ка), но приводят к весьма существенному росту во времени 
ошибки определения ориентации БИНС (эффект первого поряд-
ка). Различие парциальных вкладов таких шумов 
в точность платформенных ИНС и БИНС составляет порядки 
(в 10, 100, 1000 и в большее число раз) в зависимости от кон-
кретной структуры шумов гироскопов и вида вращения объек-
та”.  

(Инженер НИИ ПФ, 1979-1980, Н.И. Кробка) 
 
 
 

Рис. 3.1. “Побочный продукт” построения строгой теории 
БИНС на ЛГ на основе строгих уравнений ошибок [11] 
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дела): “уход гироскопа” − Хm угл. мин/мин или Хs угл. с/с. И этого, действительно, для гироскопов, пред-
назначенных ГСП, было достаточно (с точностью до эффектов второго порядка). 

Но для гироскопов, предназначенных для БИСО и БИНС, все иначе. “Интегрального” параметра 
“уход гироскопа” принципиально недостаточно. Необходимо знать структуру погрешностей и шумов 
гироскопов, поскольку различные составляющие, во-первых, по-разному накапливаются в погрешности 
БИСО, во-вторых, существенно зависят от вида вращения объекта (2.20), (3.2)-(3.4). 

На рис. 3.3,  3.4 представлены ( )σ τ -графики девиации Аллана двух модельных гироскопов  (№ 1 и 2) 
с a priori известными (заданными) параметрами трех шумов. Различие только в величине нестабильности 
нуля: 10-4 град/ч (рис. 3.3) и 10-5 град/ч (рис. 3.4). 

 
 

  
 

 
Рис. 3.3. ( )σ τ - график девиации Аллана  

модельного гироскопа № 1  

 

 
Рис. 3.4. ( )σ τ - график девиации Аллана  

модельного гироскопа № 2 
 
 
В о п р о с: какой гироскоп лучше? Если гироскопы предназначены для платформенной ИНС, то, оче-

видно, второй гироскоп (рис. 3.4) лучше. Белый шум “в угле” дает вклад в “уход” ГСП только во втором 
порядке, им можно пренебречь (с относительной погрешностью ~ 1,8×10-6) по сравнению с другими дву-
мя шумами. “Уход” ГСП будет почти на порядок меньше, независимо от вида вращения объекта. А в 
случае применения этих гироскопов в БИСО или в БИНС ответ неоднозначный, – все зависит от кон-
кретного вида вращения объекта ( )B t .  

Для простоты пояснения предположим, что в результате тех или иных усилий (“гироскоп – это про-
сто” [52]), новое поколение разработчиков-гироскопистов создало гироскопы (на любых физических 
принципах), в которых полностью отсутствует нестабильность нуля (рис. 3.5) – шум гироскопа пред-
ставляет собой смесь только двух белых шумов: “в угловой скорости” и “в угле”. Для простоты модели – 
шумы гауссовы, независимы и имеют равные интенсивности в трех гироскопах: 

 
2

T 2
1 2 2 1 2 0 1 2 0

1 2
1 2( ) ( ) ( );  ( ) ( ) [ ( )]I( ) 0;  ( ) 0    ( ) dt t t t t Q t t

dt dt
t t D t t −δω = + ζ ζ δω δω = τ δξ ξ = = ⇒ δ − +� � .       (3.5) 

 
“Какой хороший гироскоп!” (рис. 3.5) – восклицает новое поколение разработчиков-гироскопистов. 
Да, неплохой (можно, в принципе, сделать и лучше [22]) гироскоп (рис. 3.5), но для применения в 

платформенной ИНС. Действительно, “уход” ГСП на таких гироскопах будет диффузионным (за 1 ч 
ошибка ориентации составит 53 10−⋅ град (1σ ), за 100 ч – 43 10−⋅ град (1σ ), независимо от вида враще-
ния объекта). Ч. Дрейперу тоже бы понравился такой гироскоп (за 1 ч – точность соответствует точности 
блока AIRS, а за 100 ч – в разы лучше) 

 
2 ( ) 3s t Dt′Δ +σ ≅ .                                                                       (3.6) 
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Рис. 3.5. ( )σ τ -график девиации Аллана  
модельного гироскопа № 3  

Рис. 3.6. ( )σ τ -график девиации Аллана  
модельного гироскопа № 4 

 
А в случае применения таких гироскопов в БИСО или в БИНС все будет принципиально иначе 

22 2
0

0
3( ) 2 ( )s

t
Dtt Q dΔ +σ ≅ + τ ω τ τ∫

G .                                                      (3.7) 

Отношение дисперсий ошибок ориентации БИНС (3.7) и ИНС (3.6) для произвольного вращения объ-
екта ( 0( ) IB t ≠ ) больше единицы и имеет вид 
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Численные величины отношения ( ) / ( )s st t′Δ + Δ +σ σ  (3.8) легко сможет оценить каждый разработчик-
гироскопист для своих гироскопов, если он действительно разработчик [53]. Для ЛГ [47, 54, 55] такие 
оценки были получены. Были получены оценки и для некоторых других гироскопов. Автор не удивится, 
если часть разработчиков гироскопов для БИСО и БИНС, четверть века спустя, повторит восклицание 
М.Л. Еффы: “Ни чего себе!” Возможно, некоторые из разработчиков поймут, что по поводу уменьшения 
на порядок нестабильности нуля гироскопа (рис. 3.3, 3.4), без уменьшения других шумов, поэт В.В. Мая-
ковский давно заметил: “В грамм − добыча, в годы − труды”. 

Автор стремился достичь иного результата, также сформулированного В.В. Маяковским: “Мальчик 
радостный пошел, и решила кроха: “Буду делать хорошо и не буду – плохо”. (См. образец на рис. 3.6). 

 
 
4. Задача идентификации структуры шумов гироскопов и стратегия “Бензин – ваш, идеи – наши”  

 
С методами исследований шумов, в т.ч. с вариацией Аллана [56], автор знаком со студенческих лет 

(1973-1979) учебы в Московском физико-техническом институте (МФТИ) [57, 58] одновременно по трем 
специальностям: первая – “физическая и квантовая электроника”; вторая – “системы управления МБР” 
[59, 60]; третья – “статистическая радиофизика”. Практика с третего курса проходила в соответствии с 
“Системой Физтеха” на базовой кафедре физической электроники МФТИ [61] (1975-1979) в НИИ при-
кладной физики (НИИ ПФ), в котором с начала 1960-х разрабатывались ЛГ [62]. И дипломная работа 
была связана с шумами, но не ЛГ, а оптических квантовых усилителей [63].  

В 1960-1970 гг. в СССР для исследований шумов ЛГ, созданных в США (1962) и в СССР (1963) с 
интервалом полгода [64], использовались радиотехнические и радиофизические методы, а также методы 
статистической физики и математической статистики. Задачи исследования шумов ЛГ были следующие. 
По результатам испытаний ЛГ: 1) отделить технические флюктуации, которые можно устранить или 
уменьшить конструкторско-технологическими решениями при отработке ЛГ, от “естественных” – прин-
ципиально неустранимых квантовых шумов, обусловленных спонтанным излучением; 2) точно оценить 
интенсивность квантовых шумов, определяющих предельно достижимую точность ЛГ; 3) выяснить, яв-
ляются ли квантовые шумы ЛГ белыми или спектральная плотность мощности шума естественных 






